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Isomorfismos com Rn

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n e B = {b1, . . . , bn} uma
base de V .

Temos um isomorfismo τ : V → Rn×1 dado na base B por

τ(bi ) = ei

onde e1, . . . , en são a base canônica de Rn.
Em particular,

τ(b1) =


1
0
...
0
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Isomorfismos com Rn

Mas e se reordenarmos os elementos de B?

B′ = {b2, b1, b3, b4 . . . , bn} = {w1,w2, . . . ,wn}

onde w1 = b2, w2 = b1, wi = bi para i ≥ 3.

Obtemos um novo isomorfismo

τ ′ : V → Rn, τ ′(wi ) = ei .

Em particular,

τ ′(b1) = τ ′(w2) = e2 =


0
1
0
...
0


O isomorfismo entre V e Rn depende da ordem dos elementos da base B!
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Bases ordenadas

Definição
Uma base ordenada de um espaço vetorial V é uma n-tupla ordenada
B = (b1, . . . , bn) de vetores distintos de V tais que {b1, . . . , bn} é base de
V .

Várias notações são usadas:
(b1, . . . , bn), como fizemos;
[b1, . . . , bn];
simplesmente {b1, . . . , bn} (quando não gerar confusão).
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Bases ordenadas

A cada base ordenada B = (b1, . . . , bn) corresponde um isomorfismo
V → Rn×1, dado por

τ(bi ) = ei

ou seja, se v =
∑n

i=1 αibi , então

τ(v) =
n∑

i=1

αiτ(bi ) =
n∑

i=1

αiei =


α1
α2
...
αn

 .
Chamamos de α1, α2, . . . , αn as coordenadas de v com relação a B.
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Vetores de coordenadas

Definição
Sejam B = (b1, . . . , bn) base ordenada de V e v ∈ V . O isomorfismo
B-coordenado é o isomorfismo τB : V → Rn×1 tal que τB(bi ) = ei .
Se v ∈ V é representado na base B por

v = α1b1 + · · ·+ αnbn,

então o vetor-coordenada de v com relação a B é a matriz coluna

[v ]B = τB(v) =


α1
α2
...
αn
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Coordenada para transformações lineares

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita com bases ordenadas

B = (b1, . . . , bn) de V e C = (c1, . . . , cm) de W .

Então temos os isomorfismos coordenados

τB : V → Rn e τC : W → Rm.

Se T : V →W é uma transformação linear, induzimos uma transformação
linear de Rn a Rm:

V

W

Rn

Rm

T

τBτ
−1
Bτ
−1
B

τC

τCT τ
−1
B
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Coordenada para transformações lineares

V

W

Rn

Rm

T

τ−1
B

τC

τCT τ
−1
B

Mas já temos uma ideia de que toda transformação linear entre espaços
euclidianos é dada por uma matriz.

Qual é uma forma explícita de construir a matriz associada?
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Matrizes de transformações lineares

Definição
Sejam B = (b1, . . . , bn) e C = (c1, . . . , cm) bases ordenadas de V e W ,
respectivamente, e T ∈ L(V ,W ).

A matriz de T com relação a B e C é a matriz

[T ]CB = [tij ]i=1,...,m
j=1,...,n

=


t11 t12 · · · t1n
t21 t22 · · · t2n
...

...
. . .

...
tm1 tm2 · · · tmn


onde, para cada j , as entradas t1j , . . . , t2j são as coordenadas de T (bj)
com relação à base C.
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Matrizes de transformações lineares

[T ]CB = [tij ]i ,j =


t11 t12 · · · t1n
t21 t22 · · · t2n
...

...
. . .

...
tm1 tm2 · · · tmn


(

para cada j , t1j , . . . , tmj

são as coordenadas de
T (bj ) com relação a C

)

Isso é, 

T (b1) = t11c1 + t21c2 + · · · + tm1cm
T (b2) = t12c1 + t22c2 + · · · + tm2cm

...
T (bj) = t1jc1 + t2jc2 + · · · + tmjcm

...
T (bn) = t1nc1 + t2nc2 + · · · + tmncm.

.

[T ]CB é a transposta da “matriz solução” do “sistema” (mn)× (mn) acima.
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Matrizes de transformações lineares

Equivalentemente:
A (i , j)-ésima entrada de [T ]CB contém a i-ésima coordenada em C da
“ j-ésima imagem” T (vj).
Se escrevermos [T ]CB em função de suas colunas temos que

[T ]CB =

 | |
[T (b1)]C · · · [T (bn)]C

| |

 ,
onde cada vetor coluna “[T (bj)]C” é o vetor coluna das coordenadas
de T (bj) na base C.
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Matrizes de transformações lineares

Teorema

A matriz [T ]CB satisfaz às seguinte propriedades:
1 Para todo j = 1, . . . , n, vale que

[T ]CB [bj ]
B = [T (bj)]C

2 Mais geralmente, se v ∈ V , então

[T ]CB [v ]B = [T (v)]C

Além disso, o item (1) caracteriza completamente a matriz [T ]CB, no
sentido de que se A ∈ Mm×n(R) é tal que

A [bj ]
B = [T (bj)]C

para todo j , então A = [T ]CB. Similarmente para (2).
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Matrizes de transformações lineares

Seja A uma matriz m × n. Vamos mostrar que A = [T ]CB se, e somente se,
A [bj ]

B = [T (bj)]C para todo j .

Dado j , temos que

bj = 0 · b1 + · · ·+ 0 · bj−1 + 1 · bj + 0 · bj+1 + ·+ 0 · bn,

e assim [bj ]
B = ej =


0
...
1
...
0
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Matrizes de transformações lineares

Seja

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


Então

A [b1]B = Ae1 =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



1
0
...
0

 =


a11
a21
...

am1

 = 1a coluna de A

A [b2]B = Ae2 =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



0
1
...
0

 =


a12
a22
...

am2

 = 2a coluna de A
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Matrizes de transformações lineares

Mais geralmente,

A [bj ]
B = Aej =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn



0
...
1
...
0

 =


a1j
a2j
...

amj

 = j-ésima
coluna de A.

Portanto,

A =

A [b1]B A [b2]B · · · A [bn]B
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Matrizes de transformações lineares

A =

A [b1]B A [b2]B · · · A [bn]B


Consequentemente,

A = [T ]CB

⇐⇒

A [b1]B · · · A [bn]B

 =

[T (b1)]C · · · [T (bn)]C


⇐⇒ A [bj ]

B = [T (bj)]C para todo j

Item (2) do teorema fica como exercício.
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Espaços associados a matrizes e a transformações lineares

Teorema
Sejam B e C bases ordenadas de V e W , respectivamente, e
T ∈ L(V ,W ). Então

im(T ) =
{
w ∈W : [w ] C ∈ col

(
[T ]CB

)}
ker(T ) =

{
v ∈ V : [v ]B ∈ nul

(
[T ]CB

)}
(exercício)

Lembre-se de que

im(T ) = T (V )

= T (span {b1, . . . , bn})
= span {T (b1), . . . ,T (bn)}
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Espaço coluna e espaço imagem

im(T ) = span {T (b1), . . . ,T (bn)}

Assim,

w ∈ im(T ) ⇐⇒ w ∈ span {T (b1), . . . ,T (bn)}

⇐⇒ [w ]C ∈ span
{

[T (b1)]C , . . . , [T (bn)]C
}

⇐⇒ [w ]C ∈ col

[T (b1)]C [T (b2)]C · · · [T (bn)]C


⇐⇒ [w ]C ∈ col [T ]CB
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Espaço coluna e espaço imagem
Alternativa

Observação: Se A =

a1 a2 · · · an

 é uma matriz m × n, então

col(A) = {x1a1 + · · ·+ xnan : x1, . . . , xn ∈ R}

=


a1 a2 · · · an


x1
...
xn

 : x1, . . . , xn ∈ R


=
{
Ax : x ∈ Rn×1}

Isso pode ser utilizado para dar outra prova da identificação entre espaço
coluna e espaço imagem:
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Espaço coluna e espaço imagem
Alternativa

w ∈ im(T ) ⇐⇒ w = T (v) para algum v ∈ V

⇐⇒ [w ]C = [T (v)]C para algum v ∈ V

⇐⇒ [w ]C = [T ]CB [v ]B para algum v ∈ V

⇐⇒ [w ]C = [T ]CB x para algum x ∈ Rn

⇐⇒ [w ]C ∈ col
(

[T ]CB

)
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Φ: Mm×n(R) ∼= L(V ,W )

Teorema
Sejam B e C bases ordenadas de V e W , respectivamente. Então a função

Φ: L(V ,W )→ Mm×n(R), T 7→ [T ]CB

é um isomorfismo linear

Sejam T ,S ∈ L(V ,W ) e λ ∈ R. Tome A = [T ]CB + λ [S ]CB. Devemos
provar que A = [T + λS ]CB.

Para isso, devemos verificar que

A [v ]B = [(T + λS)v ]C

para todo v ∈ V .
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Φ: Mm×n(R) ∼= L(V ,W )

Dado v ∈ V , temos

A [v ]B =
(

[T ]CB + λ [S ]CB

)
[v ]B

=
(

[T ]CB [v ]B
)

+ λ
(

[S ]CB [v ]B
)

= [T (v)]C + λ [S(v)]C

= [T (v) + λS(v)]C

= [(T + λS)(v)]C

Isso mostra que A = [T + λS ]CB.

Portanto Φ é linear.
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Φ: Mm×n(R) ∼= L(V ,W )

Sabemos também que, se B = (b1, . . . , bn),

T = S ⇐⇒ T (bj) = S(bj) para todo j

⇐⇒ [T (bj)]C = [S(bj)]C para todo j

⇐⇒

[T (b1)]C · · · [T (bn)]C

 =

[S(b1)]C · · · [S(bn)]C


⇐⇒ [T ]CB = [S ]CB .

Portanto, Φ é injetiva.
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Φ: Mm×n(R) ∼= L(V ,W )

Seja A =

a1 a2 · · · an

 ∈ Mm×n(R).

Defina T : V →W na base B de modo que para todo j ,

[T (bj)]C = aj .

Mais precisamente, para B = (b1, . . . , bn), C = (c1, . . . , cm),

se A = [aij ]i=1,...,m
j=1,...,n

, então T (bj) =
m∑
i=1

aijci .

Assim, [T ]CB = A.

Isso prova que Φ é sobrejetiva.
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Matrizes, transformações lineares e produtos

Teorema
Sejam U,V ,W espaços vetoriais com bases ordenadas A,B,C,
respectivamente.
Então para todas T ∈ L(U,V ) e S ∈ L(V ,W ), vale que

[ST ]CA = [S ]CB [T ]BA

Para todo u ∈ U, vale que(
[S ]CB [T ]BA

)
[u]A = [S ]CB

(
[T ]BA [u]A

)
= [S ]CB [T (u)]B

= [ST (u)]C

Portanto, [S ]CB [T ]BA = [ST ]CA.
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Um exemplo de cálculo

Considere:
R2 com a base ordenada

A = {(2, 3) , (−3, 1)} .

R3 com a base ordenada

B = {(1, 0,−2) , (0, 1, 2) , (3,−3, 0)}

A transformação linear R : R2 → R3 dada por

R(x , y) = (2x − 2y , 2y ,−3x − y)

Vamos encontre a matriz de R com relação às bases A e B:
Lembre-se:

Elementos da base do domínio correspondem às colunas da matriz
correspondente.
Temos que calcular as imagens dos elementos de uma base e
escrevê-las em função da outra.
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Um exemplo de cálculo

A = {(2, 3) , (−3, 1)} .
B = {(1, 0,−2) , (0, 1, 2) , (3,−3, 0)}

R(x , y) = (2x − 2y , 2y ,−3x − y)

R(2, 3) = (−2, 6,−9)

Para calcular a 1a coluna da matriz [R]BA, devemos representar o vetor
acima na base B de R3:

(−2, 6,−9) = x(1, 0,−2) + y(0, 1, 2) + z(3,−3, 0)

⇐⇒


x + 3z = −2

y − 3z = 6
−2x + 2y = −9

⇐⇒ x =
17
4
, y = −1

4
, z = −25

12
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Um exemplo de cálculo

A = {(2, 3) , (−3, 1)} .

B = {(1, 0,−2) , (0, 1, 2) , (3,−3, 0)}

R(x , y) = (2x − 2y , 2y ,−3x − y)

R(2, 3) =
17
4

(1, 0,−2)− 1
4

(0, 1, 2)− 25
12

(3,−3, 0)

[R]BA =

 17
4 ?
−1

4 ?
−25

12 ?


Repita o processo com o segundo vetor da base A:
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Um exemplo de cálculo

A = {(2, 3) , (−3, 1)} .

B = {(1, 0,−2) , (0, 1, 2) , (3,−3, 0)}

R(x , y) = (2x − 2y , 2y ,−3x − y)

R(−3, 1) = (−8, 2, 8)

= x(1, 0,−2) + y(0, 1, 2) + z(3,−3, 0)

⇐⇒


x + 3z = −8

y − 3z = 2
−2x + 2y = 8

⇐⇒ x = −5, y = −1, z = −1
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Um exemplo de cálculo

A = {(2, 3) , (−3, 1)} .

B = {(1, 0,−2) , (0, 1, 2) , (3,−3, 0)}

R(x , y) = (2x − 2y , 2y ,−3x − y)

[R]BA =

 17
4 −5
−1

4 −1
−25

12 −1


=

1
12

 51 −60
−3 −12
−25 −12
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E o caso “trivial”?

Qual a matriz da transformação

T : R3 → R2

T (x , y , z ,w) = (3x + y + z , x − z)

com relação às bases canônicas?

Notação
Para transformações de Rn em Rm, à matriz associada às bases canônicas
é denotada simplesmente “[T ]”.

Basta aplicar a definição!

T (1, 0, 0) = (3, 1) = 3(1, 0) + 1(0, 1)
T (0, 1, 0) = (1, 0) = 1(1, 0) + 0(0, 1)
T (0, 0, 1) = (1,−1) = 1(1, 0)− 1(0, 1)

L. G. Cordeiro (UFSC) Álgebra Linear, aula 15 Matrizes e transformações 31 / 32



E o caso “trivial”?

T (1, 0, 0) = (3, 1) = 3(1, 0) + 1(0, 1)
T (0, 1, 0) = (1, 0) = 1(1, 0) + 0(0, 1)
T (0, 0, 1) = (1,−1) = 1(1, 0)− 1(0, 1)

logo

[T ] =

[
3 1 1
1 0 −1

]
.

(A matriz de uma transformaçao de R3 para R2 é 2× 3!)
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